
7 дәріс. Сан қатары және оның жинақтылығы. Қатардың жинақтылығының қажетті белгісі. Қатарларды салыстыру белгісі. Қатар жинақтылығының Даламбер, Коши белгілері.
[bookmark: _GoBack]1. САНДЫҚ ҚАТАР АНЫҚТАМАСЫ ЖӘНЕ ОНЫҢ ЖИНАҚТЫЛЫҒЫ

 Мынадай 
а1 , а2 , …, аn  , …

ақырсыз сандық тізбек берілсін.
Анықтама. Мынадай
[image: ]                                    (1)

өрнек сандық қатар деп аталады. Мұндағы,  а1, а2 , …, аn, … сандары қатар мүшелері деп, ал аn   қатардың жалпы (немесе n-ші) мүшесі деп аталады.
Осы қатардың бастапқы бір мүшесінің қосындысын S1 деп, бастапқы екі мүшесінің қосындысын S2  деп, т.с.с., бастапқы n мүшесінің қосындысын  Sn  деп белгілеп алайық, яғни:
[image: ]

[image: ]
    …			          	                                                                                  (2)
[image: ]
       
Осы дербес  қосындылардан құрылған
 S1, S2,  ...,  Sn, ...  [image: ]                                  (3)

тізбек (қысқаша [image: ] деп жазылады) жинақталуы немесе жинақталмауы мүмкін. 
Анықтама. (1) қатардың дербес қосындыларынан құрылған (3) тізбегінің ақырлы шегі бар болса, қатар жинақталатын қатар деп аталады және бұл шек қатар қосындысы деп аталады, яғни:

[image: ].
Осы жағдайда 
[image: ]
деп жаза аламыз.
Ал егер (1) қатардың дербес қосындыларынан құрылған (3) [image: ] тізбегінің ақырлы шегі болмаса, қатар жинақталмайтын қатар деп аталады.
Қатарлар теориясының негізгі мәселесі қатардың жинақталатынын не жинақталмайтынын анықтау. 
1-мысал. Мына сандық қатарды жинақтылыққа зерттеу керек: 
 
[image: ]  .

Шешуі. Алдымен бастапқы n мүшесінің қосындысы  Sn -ді жазып алайық:
[image: ]

Осы қосындыдағы әрбір қосылғыш үшін  
[image: ]            [image: ]  ...,  [image: ]

қатынастың дұрыс екенін ескеріп, Sn -ді қайта көшіріп жазайық:

[image: ]

[image: ].

Сонда:
[image: ].

Қатардың дербес қосындылар тізбегі [image: ] жинақталады екен, демек,  берілген сандық қатар  жинақталады және оның қосындысы:  [image: ].
2-мысал. Мүшелері ақырсыз геометриялық прогрессия болатын геометриялық қатарды жинақтылыққа зерттейік: 

[image: ] .                                  (5)
Шешуі. [image: ] геометриялық қатардың бірінші мүшесі, q еселігі. Бұл параметрлер әртүрлі мәнді қабылдауы мүмкін. Біздің мақсатымыз еселіктің қандай мәнінде (5) қатар жинақталады, қандай мәнінде жинақталмайтынын анықтау. 
Егер [image: ]болса, онда қатар түрі [image: ]болады, ал оның дербес қосындысы [image: ] және [image: ]. Демек, қатар жинақталады және оның қосындысы [image: ] болады. 
Егер [image: ]болса, онда қатар түрі 
[image: ]

болады, ал оның дербес қосындысы [image: ] және [image: ]. Демек, қатар жинақталады және оның қосындысы [image: ] болады. 
Егер [image: ] болса, онда қатар түрі 

[image: ]

болады, ал оның дербес қосындысы [image: ] және [image: ]. Демек, қатар жинақталмайды. 
Егер [image: ] болса, онда қатар түрі

[image: ]

болады, ал оның дербес қосындысы n жұп болғанда[image: ], ал n тақ болғанда [image: ] болады да, оның шегі [image: ] болмайды (шек жалғыз болуына байланысты), яғни қатар жинақталмайды.
Енді [image: ], [image: ], [image: ] деп есептейік. Мектеп курсынан геометриялық прогрессияның бастапқы n мүшесінің қосындысы Sn,  q ≠ 1 болғанда, 
[image: ] 
болатыны белгілі.
Мынадай жағдайлары бар:
1) егер  |q|<1 , онда [image: ], сонда қатар қосындысы:
[image: ].
Демек,  қатар  жинақталады және оның қосындысы  [image: ] болады;
2) егер [image: ], онда  [image: ],  демек бұл жағыдайда қатар жинақталмайды.   
Қорытындылай келгенде, геометриялық қатар еселігі [image: ]  болғанда жинақталмайды. Геометриялық қатар еселігі [image: ] болғанда ғана жинақталады және оның қосындысы

[image: ]
болады екен. 
Мысал. Құны 1000$  болатын ұзақ мерзімді облигацияға 3% жылдық купон анықталған. Инфляция деңгейі 2% деп алып, осы шексіз төлемнің қазіргі бағасын есептеу керек.
Шешуі.  Есептің шарты бойынша облигация иегері әр жыл соңында 30$ алып отыруы керек. Құнсыздану деңгейі инфляцияны ескерсек, жыл соңында алатын 30$ қазіргі бағасы [image: ] болып тұр. Екінші жылдың соңында алатын 30$ қазіргі бағасы [image: ] және т.с.с. жалғаса береді.  Сонымен, жыл сайын 30$ төленетін төлемдердің қазіргі бағасы мынадай шексіз қосындыға тең

[image: ]
Бұл қосынды бірінші мүшесі [image: ], ал еселігі [image: ] болатын шексіз геометриялық прогрессия болып тұр. Жоғарыдағы формуланы ескерсек

[image: ].

Демек, берілген мәліметтерге сәйкес облигация иегеріне арналған шексіз төлемнің қазіргі бағасы 1500$. 
Анықтама. [image: ]сандық қатардың бастапқы  m мүшесін алып тастағаннан кейін пайда болған қатарды оның қалдық қатары деп атайды: 

[image: ].                                     (6)

	Сандық қатар қасиеттері:
1. Егер [image: ]сандық қатар жинақталса, оның [image: ]қалдық қатары да жинақталады. Және керісінше, қалдық қатар жинақталса, онда бастапқы қатар да жинақталады. 
Қортынды. Қатардың жинақтылығы оның бастапқы бірнеше мүшелерін алып тастағаннан немесе бастапқы бірнеше мүше қосып жазғаннан тәуелсіз. 
2. Егер [image: ] жинақталатын сандық қатар болып, [image: ]- оның қосындысы болса, онда [image: ]қатар (с нақты сан)  да жинақталады және бұл қатардың қосындысы [image: ] болады. 
3. Жинақталатын [image: ] және [image: ] сандық қатарлар мүшелерінің алгебралық қосындысынан құрылған  [image: ] қатарлар да жинақталады және [image: ] болады. 
4. Егер [image: ] және [image: ] сандық қатарлардың біреуі жинақталмайтын болса, онда  [image: ] қатарлар да жинақталмайды. 
5. Егер [image: ] және [image: ] сандық қатарлар жинақталмайтын болса, онда  [image: ] қатарлар жинақталуы да, жинақталмауы да мүмкін. 
Сандық қатардың жинақталатынын немесе жинақталмайтынын оның дербес қосындысынан шек есептеу арқылы анықтау оңай емес. Сондықтан  қатардың жинақталатынын немесе жинақталмайтынын анықтауға мүмкіндік беретін белгілер бар. Соларды қарастырайық.


2. ҚАТАР ЖИНАҚТАЛУЫНЫҢ ҚАЖЕТТІ ЖӘНЕ 
ЖЕТКІЛІКТІ БЕЛГІЛЕРІ

Теорема (қатар жинақталуының қажетті белгісі). Егер [image: ]сандық қатар жинақталса, онда оның жалпы мүшесінің шегі нөл болады, яғни:  
[image: ].
	Дәлелдеуі. Қатардың an  жалпы мүшесін қатардың бастапқы n-мүшесінің қосындысы мен бастапқы (n-1)-мүшесінің қосындысының айырымы түрінде жазуға болады:
[image: ].

Теорема шарты бойынша қатар жинақталады, яғни  [image: ] және [image: ]. Олай болса,

[image: ].

Теорема дәлелденді. 	
Салдар. Қатардың жалпы мүшесі [image: ] жағыдайда нольге ұмтылмаса, яғни [image: ]болса, онда қатар жинақталмайды. 
3-мысал. Мына сандық қатарды жинақтылыққа зерттеу керек:  

[image: ].
Шешуі. Қатардың жалпы мүшесі  [image: ].
Осы қатар үшін қатар жинақталуының қажетті шарты орындалады ма, соны тексерейік:  
[image: ],

қатар жинақталуының қажетті шарты орындалмады, олай болса берілген қатар жинақталмайды.
Қатар жинақталуының  қажетті белгісі орындалғаннан, қатардың жинақталатындығы шықпайды.
4-мысал. Гармоникалық қатар деп аталатын мынадай қатар қарастырайық:
[image: ]                                           (7)

Осы қатар үшін қатар жинақталуының қажетті шарты орындалады, себебі,  
[image: ].
 
Енді осы гармоникалық қатардың жинақталмайтынын көрсетейік. 
Шынында да, егер қатар жинақталатын болса, онда оның қосындысын S деп алып, 

[image: ]

деп жаза алар едік. Бірақ, 

[image: ]

яғни [image: ] болғандықтан [image: ] бола алмайды. Бұдан гармоникалық қатардың жинақталмайтындығы шығады.

Қатар жинақталуының жеткілікті белгілері.
	10. Салыстыру белгісі. Мүшелері теріс емес [image: ] және [image: ] сандық қатарлар берілсін. Қандай да бір [image: ] мүшесінен кейінгі барлық мүшелер үшін [image: ] теңсіздігі орындалса, онда [image: ] қатардың жинақталатындығынан [image: ]қатардың жинақталатындығы шығады. Ал [image: ]қатардың жинақталмайтындығынан [image: ]қатардың жинақталмайтындығы шығады. 
Дәлелдеуі. Берілген [image: ] және [image: ] сандық қатарлардың дербес қосындыларын сәйкес  [image: ] және [image: ] деп белгілейік. Сонда, [image: ] шартынан 
[image: ]
болатындығы шығады. 
Енді [image: ] қатары жинақталсын және оның қосындысы [image: ] болсын, онда [image: ] болады. Бұл қатар мүшелері оң болғандықтан [image: ] теңсіздігі орындалады. Және [image: ] шартын ескерсек, [image: ] теңсіздігінің орындалатындығын көрсетеді. Ал [image: ], [image: ], ..., [image: ], ... тізбегі монотонды өседі ([image: ]) және жоғарыдан [image: ] шенелген. Монотонды өспелі, жоғарыдан шенелген тізбектің міндетті түрде шегі бар болатындықтан, мына [image: ]шек бар болады. Демек, [image: ]қатар жинақталады. 
Енді [image: ] қатары жинақталмасын.  Мүшелері теріс емес болғандықтан, [image: ] болады. [image: ] шартын ескерсек, [image: ] болады, бұл [image: ] қатардың жинақталмайтындығын көрсетеді. Белгі толық дәделденді. 
Осы белгіні қысқаша былай да айтсақ боллады: үлкен қатар жинақталса, кіші қатар жинақталады, кіші қатар жинақталмаса, үлкен қатар да жинақталмайды. 
Мысалдар қарастырайық.
5-мысал.  Сандық қатарды жинақтылыққа зерттеу керек

[image: ]

Шешуі. Осы қатарды 

[image: ][image: ]

геометриялық қатармен салыстырайық. Еселігі бірден кіші болғандықтан алынған геометриялық қатар жинақталатын қатар болады. Екінші мүшесінен бастап бұл қатардың әр мүшесі берілген қатардың сәйкес мүшелерінен үлкен:

[image: ],    [image: ],     ...,     [image: ] , ...

Салыстыру белгісі бойынша үлкен қатар жинақталып тұр, олай болса, берілген кіші қатар жинақталады.
6-мысал.  Сандық қатарды жинақтылыққа зерттеу керек:
[image: ]
Шешуі. Осы қатарды 
[image: ]

гармоникалық қатармен салыстырайық.  Гармоникалық қатар  жинақталмайтын қатар екені белгілі. Егер біз оның бірінші мүшесін алып тастасақ, ол жинақталмайтын қатар болып қала береді, яғни [image: ]  қатар жинақталмайтын қатар. Бұл қатардың әр мүшесі берілген қатардың сәйкес мүшелерінен кіші:
[image: ],    [image: ],     ...,     [image: ] , ...

Себебі, [image: ], [image: ], ..., [image: ]. Салыстыру белгісі бойынша кіші қатар жинақталмайтын қатар, олай болса, берілген үлкен қатар да жинақталмайды.
	2°. Даламбер белгісі. Мүшелері оң болатын [image: ] сандық қатар үшін [image: ] шек бар болсын. Сонда, егер шек мәні бірден кіші болса, [image: ], онда қатар жинақталады; егер шек мәні бірден үлкен болса, [image: ], онда қатар жинақталмайды. 
Шек мәні бірге тең болған кезде, [image: ], қатардың жинақтылығы жөнінде ештеңе айта алмаймыз. Бұл жағдайда басқа белгілермен зерттеу керек болады.  
7-мысал.  Сандық қатарды жинақтылыққа зерттеу керек:

[image: ]

Шешуі. Қатардың [image: ]-ші және [image: ]-ші мүшелерін жазып алайық  
[image: ], [image: ].  Енді шек есептейміз: 

[image: ][image: ].

Шек мәні бірден кіші, [image: ], олай болса қатар,  Даламбер белгісі бойынша жинақталады.
	3°. Кошидің интегралдық белгісі. [image: ] сандық қатардың мүшелері оң және өспейтін болсын. Ал [image: ] барлық [image: ] үшін анықталған, үзіліссіз және өспейтін функция. Және де [image: ], [image: ], [image: ], ... болса, онда берілген сандық қатардың жинақталуы үшін [image: ] меншіксіз интегралдың жинақталуы қажетті және жеткілікті. 
Басқаша айтсақ, сәйкес құрылған меншіксіз интеграл жинақталса қатар жинақталады, ал меншіксіз интеграл жинақталмаса, қатар да  жинақталмайды. 
Мысалдар қарастырайық.
8-мысал.  Жалпыланған гармоникалық қатарды жинақтылыққа зерттеу керек:
[image: ]                                               (8)

Шешуі. Мұнда  [image: ] , [image: ] Ал [image: ] барлық [image: ] үшін анықталған, үзіліссіз және өспейтін функция. Сондықтан қатардың жинақтылығы сәйкес құрылған [image: ] меншіксіз интеграл жинақтылығымен бірдей болады. 
Егер [image: ] болса, онда  [image: ]. 
Егер [image: ] болса, онда        [image: ]

Сонымен, берілген жалпыланған гармоникалық қатар [image: ] болғанда жинақталады, ал [image: ] болғанда жинақталмайды екен. 

Теориялық сұрақтар: 
· Сандық қатар жинақталуының қажетті белгісі қандай?
· Сандық қатар жинақталуының жеткілікті белгілері қандай?
· Геометриялық қатар қай уақытта жинақталады?
Жалпыланған гармоникалық қатар қай уақытта жинақталады?	
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